
Natural Exponents

d

d𝑥
⎯⎯⎯(𝑥௡) = lim

௛→଴
ቆ
(𝑥 + ℎ)௡ − 𝑥௡

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

௛→଴

ቆ
𝑥௡ + ቀ

𝑛
1
ቁ𝑥௡ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥௡ିଶℎଶ …+ ℎ௡ − 𝑥௡

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

ቆ
𝑛𝑥௡ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ𝑥௡ିଶℎଶ …+ ℎ௡

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

௛→଴
ቀ𝑛𝑥௡ିଵ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥௡ିଶℎ…+ ℎ௡ିଵቁ

= 𝑛𝑥௡ିଵ

Negative Exponents
d

d𝑥
⎯⎯⎯(𝑥ି௡) = lim

௛→଴
ቆ
(𝑥 + ℎ)ି௡ − 𝑥ି௡

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

௛→଴
൭
1

ℎ
⎯⎯ቆ

1

(𝑥 + ℎ)௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

1

𝑥௡
⎯⎯⎯ቇ൱ = lim

௛→଴
ቆ
𝑥௡ − (𝑥 + ℎ)௡

ℎ(𝑥 + ℎ)௡𝑥௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

൭
𝑥௡ − ቀ𝑥௡ + ቀ

𝑛
1
ቁ 𝑥௡ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥௡ିଶℎଶ …+ ℎ௡ቁ

ℎ(𝑥 − ℎ)௡𝑥௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൱ = lim

௛→଴

൭−
𝑛𝑥௡ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ𝑥௡ିଶℎଶ …+ ℎ௡

ℎ(𝑥 − ℎ)௡𝑥௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൱

= − lim
௛→଴

൭
𝑛𝑥௡ିଵ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥௡ିଶℎ…+ ℎ௡ିଵ

(𝑥 − ℎ)௡𝑥௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൱ = −

𝑛𝑥௡ିଵ

𝑥ଶ௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯= −𝑛𝑥ି௡ିଵ =

−𝑛

𝑥௡ାଵ
⎯⎯⎯⎯

Positive Rational Exponents

d

d𝑥
⎯⎯⎯൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ = lim

௛→଴

ቆ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ − 𝑥

௠
௡
⎯⎯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

൮
(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ − 𝑥

௠
௡
⎯⎯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯×

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
௛→଴ቌ

1

ℎ
⎯⎯

(𝑥 + ℎ)௠ − 𝑥௠

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቍ

= lim
௛→଴

൮
1

ℎ
⎯⎯

𝑥௠ + ቀ
𝑚
1
ቁ𝑥௠ିଵℎ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥௠ିଶℎଶ …+ ℎ௠ − 𝑥௠

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
௛→଴

൮
1

ℎ
⎯⎯

𝑚𝑥௠ିଵℎ + ቀ
𝑚
2
ቁ𝑥௠ିଶℎଶ …+ ℎ௠

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
௛→଴

൮
𝑚𝑥௠ିଵ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥௠ିଶℎ…+ ℎ௠ିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

=
𝑚𝑥௠ିଵ

൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=
𝑚𝑥௠ିଵ

𝑛൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=
𝑚𝑥௠ିଵ

𝑛𝑥
௠(௡ିଵ)

௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

=
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

௠ିଵି൬
௠(௡ିଵ)

௡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ൰

=
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

௠௡ି௡ି௠௡ା௠
௡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ =
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

௠ି௡
௡

⎯⎯⎯⎯ =
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯ିଵ

Negative Rational Exponents

Power Rule by First Principles

      



Negative Rational Exponents

d

d𝑥
⎯⎯⎯൫𝑥ି

௠
௡
⎯⎯൯ = lim

௛→଴

ቆ(𝑥 + ℎ)ି
௠
௡
⎯⎯ − 𝑥ି

௠
௡
⎯⎯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

௛→଴ቌ
1

ℎ
⎯⎯ቆ

1

(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−
1

𝑥
௠
௡
⎯⎯
⎯⎯⎯ቇቍ = lim

௛→଴
ቌ
𝑥
௠
௡
⎯⎯ − (𝑥 − ℎ)

௠
௡
⎯⎯

ℎ(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቍ

= lim
௛→଴

൮
𝑥
௠
௡
⎯⎯ − (𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯

ℎ(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯×
ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
௛→଴ቌ

1

ℎ(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑥௠ − (𝑥 + ℎ)௠

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቍ

= lim
௛→଴

൮
1

ℎ(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑥௠ − ቀ𝑥௠ + ቀ

𝑚
1
ቁ𝑥௠ିଵℎ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥௠ିଶℎଶ …+ ℎ௠ቁ

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ +⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
௛→଴

൮−
1

ℎ(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑚𝑥௠ିଵℎ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥௠ିଶℎଶ …+ ℎ௠

ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)
௠
௡
⎯⎯ቁ

௡ିଶ
൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)

௠
௡
⎯⎯ቁ ൫𝑥

௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଶ

+ ൫𝑥
௠
௡
⎯⎯൯

௡ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= − lim
௛→଴

൮
1

(𝑥 − ℎ)
௠
௡
⎯⎯𝑥

௠
௡
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑚𝑥௠ିଵ + ቀ
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