
Natural Exponents

d

d𝑥
⎯⎯⎯(𝑥) = lim

→
ቆ
(𝑥 + ℎ) − 𝑥

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

→

ቆ
𝑥 + ቀ

𝑛
1
ቁ𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥ିଶℎଶ …+ ℎ − 𝑥

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
→

ቆ
𝑛𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ𝑥ିଶℎଶ …+ ℎ

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

→
ቀ𝑛𝑥ିଵ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥ିଶℎ…+ ℎିଵቁ

= 𝑛𝑥ିଵ

Negative Exponents
d

d𝑥
⎯⎯⎯(𝑥ି) = lim

→
ቆ
(𝑥 + ℎ)ି − 𝑥ି

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

→
൭
1

ℎ
⎯⎯ቆ

1

(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

1

𝑥
⎯⎯⎯ቇ൱ = lim

→
ቆ
𝑥 − (𝑥 + ℎ)

ℎ(𝑥 + ℎ)𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
→

൭
𝑥 − ቀ𝑥 + ቀ

𝑛
1
ቁ 𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥ିଶℎଶ …+ ℎቁ

ℎ(𝑥 − ℎ)𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൱ = lim

→

൭−
𝑛𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑛
2
ቁ𝑥ିଶℎଶ …+ ℎ

ℎ(𝑥 − ℎ)𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൱

= − lim
→

൭
𝑛𝑥ିଵ + ቀ

𝑛
2
ቁ 𝑥ିଶℎ…+ ℎିଵ

(𝑥 − ℎ)𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൱ = −

𝑛𝑥ିଵ

𝑥ଶ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯= −𝑛𝑥ିିଵ =

−𝑛

𝑥ାଵ
⎯⎯⎯⎯

Positive Rational Exponents

d

d𝑥
⎯⎯⎯൫𝑥



⎯⎯൯ = lim

→

ቆ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ − 𝑥



⎯⎯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
→

൮
(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ − 𝑥



⎯⎯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯×

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
→ቌ

1

ℎ
⎯⎯

(𝑥 + ℎ) − 𝑥

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቍ

= lim
→

൮
1

ℎ
⎯⎯

𝑥 + ቀ
𝑚
1
ቁ𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥ିଶℎଶ …+ ℎ − 𝑥

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
→

൮
1

ℎ
⎯⎯

𝑚𝑥ିଵℎ + ቀ
𝑚
2
ቁ𝑥ିଶℎଶ …+ ℎ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
→

൮
𝑚𝑥ିଵ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥ିଶℎ…+ ℎିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

=
𝑚𝑥ିଵ

൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ൫𝑥



⎯⎯൯൫𝑥



⎯⎯൯

ିଵ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=
𝑚𝑥ିଵ

𝑛൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=
𝑚𝑥ିଵ

𝑛𝑥
(ିଵ)


⎯⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

=
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

ିଵି൬
(ିଵ)


⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ൰

=
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

ିିା


⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ =
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

ି


⎯⎯⎯⎯ =
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥



⎯⎯ିଵ

Negative Rational Exponents

Power Rule by First Principles

      



Negative Rational Exponents

d

d𝑥
⎯⎯⎯൫𝑥ି



⎯⎯൯ = lim

→

ቆ(𝑥 + ℎ)ି


⎯⎯ − 𝑥ି



⎯⎯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

→ቌ
1

ℎ
⎯⎯ቆ

1

(𝑥 − ℎ)


⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−
1

𝑥


⎯⎯
⎯⎯⎯ቇቍ = lim

→
ቌ
𝑥


⎯⎯ − (𝑥 − ℎ)



⎯⎯

ℎ(𝑥 − ℎ)


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቍ

= lim
→

൮
𝑥


⎯⎯ − (𝑥 + ℎ)



⎯⎯

ℎ(𝑥 − ℎ)


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯×
ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
→ቌ

1

ℎ(𝑥 − ℎ)


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑥 − (𝑥 + ℎ)

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቍ

= lim
→

൮
1

ℎ(𝑥 − ℎ)


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑥 − ቀ𝑥 + ቀ

𝑚
1
ቁ𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥ିଶℎଶ …+ ℎቁ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ +⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= lim
→

൮−
1

ℎ(𝑥 − ℎ)


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑚𝑥ିଵℎ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥ିଶℎଶ …+ ℎ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= − lim
→

൮
1

(𝑥 − ℎ)


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑚𝑥ିଵ + ቀ

𝑚
2
ቁ𝑥ିଶℎ…+ ℎିଵ

ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଵ

+ ቀ(𝑥 + ℎ)


⎯⎯ቁ

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ቀ(𝑥 + ℎ)



⎯⎯ቁ ൫𝑥



⎯⎯൯

ିଶ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯൲

= −
1

𝑥


⎯⎯𝑥



⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑚𝑥ିଵ

൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଶ
൫𝑥



⎯⎯൯ + ⋯+ ൫𝑥



⎯⎯൯൫𝑥



⎯⎯൯

ିଵ

+ ൫𝑥


⎯⎯൯

ିଵ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯= −
𝑚𝑥ିଵ

𝑥
ଶ

⎯⎯⎯⎯𝑛൫𝑥



⎯⎯൯

ିଵ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

= −
𝑚𝑥ିଵ

𝑛𝑥
ଶା(ିଵ)


⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = −
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

ିଵି൬
ଶା(ିଵ)


⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ൰

= −
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

ିିଶିା


⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = −
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥

ିି


⎯⎯⎯⎯⎯ = −
𝑚

𝑛
⎯⎯𝑥ି



⎯⎯ିଵ

      


