
Sum and Difference Rules
d

d𝑥
⎯⎯⎯൫𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)൯ = lim

௛→଴
ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ) ± 𝑔(𝑥 + ℎ) − ൫𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)൯

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ ± lim

௛→଴
ቆ
𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = 𝑓ᇱ(𝑥) ± 𝑔ᇱ(𝑥)

Chain Rule
d

d𝑥
⎯⎯⎯(𝑓[𝑔(𝑥)]) = lim

௛→଴
ቆ
𝑓[𝑔(𝑥 + ℎ)] − 𝑓[𝑔(𝑥)]

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = lim

௛→଴
ቆ
(𝑓[𝑔(𝑥 + ℎ)] − 𝑓[𝑔(𝑥)])൫𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)൯

ℎ൫𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)൯
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

ቆ
𝑓[𝑔(𝑥 + ℎ)] − 𝑓[𝑔(𝑥)]

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

ቆ
𝑓[𝑔(𝑥 + ℎ)] − 𝑓[𝑔(𝑥)]

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ × lim

௛→଴
ቆ
𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = 𝑓ᇱ[𝑔(𝑥)]𝑔ᇱ(𝑥)

Product Rule
d

d𝑥
⎯⎯⎯[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = lim

௛→଴
ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

൭𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ) × ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑔(𝑥)

ℎ𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ൱

= lim
௛→଴

൫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ)൯ × lim
௛→଴

൭ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

1

ℎ
⎯⎯ቇ + ቆ

1

ℎ
⎯⎯−

𝑔(𝑥)

ℎ𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ൱

= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) lim
௛→଴

൭ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑓(𝑥)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯ቇ + ቆ

𝑔(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑔(𝑥)

ℎ𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ൱

= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) lim
௛→଴

ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯+

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ቆ
𝑓ᇱ(𝑥)

𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯+

𝑔ᇱ(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯ቇ = 𝑔(𝑥)𝑓ᇱ(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔ᇱ(𝑥)

Quotient Rule
d

d𝑥
⎯⎯⎯ቈ

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯቉ = lim

௛→଴
ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ) 𝑔(𝑥 + ℎ)⁄ − 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)⁄

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

ቆ
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯×

𝑓(𝑥 + ℎ)/𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥 + ℎ) 𝑔(𝑥)⁄

ℎ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

= lim
௛→଴

ቆ
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥 + ℎ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ × lim

௛→଴
ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑔(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯ lim

௛→଴
൭ቆ

𝑓(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

1

ℎ
⎯⎯ቇ − ቆ

𝑔(𝑥 + ℎ)

ℎ𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

1

ℎ
⎯⎯ቇ൱

=
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯ lim

௛→଴
ቆ
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

=
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯ቆ

𝑓ᇱ(𝑥)

𝑓(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑔ᇱ(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯ቇ =

𝑓ᇱ(𝑥)

𝑔(𝑥)
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑓(𝑥)𝑔ᇱ(𝑥)

[𝑔(𝑥)]ଶ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

𝑔(𝑥)𝑓ᇱ(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔ᇱ(𝑥)

[𝑔(𝑥)]ଶ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

Derivatives of Combinations by First Principles

      


